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Introduccion

Esta es una versién ampliada del folleto con el mismo titulo
publicado en la serie Notas de Clase con el nimero 84 de la
coleccién Vinculos Matemditicos, de la Facultad de Ciencias de
la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM).

Se trata de una presentacion sencilla de los nimeros en la
recta real que suelo usar como material preparatorio para un
curso de calculo elemental.

Comienza con los niimeros naturales usados para contar,
pasa por los racionales para repartir y termina con los deci-
males usados para medir.

Agradezco a GERARDO MARTINEZ SANTOS su colaboracién
en la tipografia y varias figuras.
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1

Correspondencias

UCHO ANTES DE QUE la humanidad construyera el
concepto de ntmero utilizaba, sin embargo, una
manera primaria de contar que consistia, realmen-

te, en comparar.

Cuando los pastores de la antigiiedad sacaban sus reba-
fios del redil solian depositar una piedrecilla en una bolsa
por cada oveja que salia; al caer la tarde, al regresar, saca-
ban una piedra por cada oveja que entraba. De esta manera
sabian si el rebafio regresaba, o no, completo. Si al entrar el
rebafio quedaba alguna piedra, ello era sefial de que faltaba
una oveja. Si al entrar el rebafio se terminaban las piedras y
seguian llegando ovejas, significaba que traian ovejas de mads
(ya irfa a reclamarla el pastor que tuviera menos ovejas que
piedras en su bolsa).

Esta manera de comparar consistia en establecer una corres-
pondencia, llamada biunivoca, entre las ovejas del rebafio y
un conjunto de piedras (las depositadas en la bolsa): a cada
oveja le correspondia una piedra, y cada piedra representa-
ba (mds que representar, era la correspondiente) a una oveja.
Con este método de comparacién podemos establecer fcil-



1. CORRESPONDENCIAS

mente cudndo un conjunto tiene mas elementos que otro.

La figura (1.1) ilustra dos conjuntos, A y B. Los elementos
de A son esos pequefios cuadrados [J y los elementos de B
son los circulos con una cruz ®.

¥ &

FIGURA 1.1 Un conjunto tiene més elementos que el otro.

Comparemos estos dos conjuntos, vemos que a cada cua-
drado le podemos asociar un circulo como pareja, y vemos
también que sobran circulos; hay circulos que no son pareja
de cuadrado alguno. Esto significa que hay maés circulos en
el conjunto B que cuadrados en el conjunto A: El conjunto B
tiene mds elementos que el conjunto A.

FIGURA 1.2 Los conjuntos tienen el mismo ntimero de elementos.

Si entre dos conjuntos podemos establecer una correspon-
dencia biunivoca (Figura 1.2), presenciamos una propiedad
comudn a los dos conjuntos, hoy dia lo decimos muy facil:



los dos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos. Sin
embargo fue todo un proceso lograr expresar la existencia de
dicha correspondencia como una relacién entre los elementos
y el conjunto, a saber el niimero de elementos en el conjunto.

También es parte de este proceso la identificaciéon de di-
cho niimero de elementos mediante un simbolo.

_ o4
T

FIGURA 1.3 El conjunto tiene 7 elementos.
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Naturales y enteros

s coMO EN LA FIGURA 1.3 mostramos un conjunto de 7

elementos, podemos hablar de otros conjuntos, diga-

mos, el conjunto de extremidades inferiores de un

ser humano tiene 2 elementos, o el conjunto de semanas en

un afio tiene 52 elementos. Pero el proceso que nos lleva de

considerar conjuntos con mds o con menos elementos hasta

considerar conjuntos con un determinado niimero de elemen-
tos, no se detiene ahi.

Mas adelante, con un grado mayor de abstraccién se con-
sideraria solamente el niimero, sin relacionarlo con cierta can-
tidad de elementos, o, si se quiere, el nimero 7 como re-
presentante de todos los conjuntos con 7 elementos, cons-
truyendo asi el conjunto de los niimeros naturales que simbo-
lizamos con la letra IN:

N={0,1,23,...,n,n+1,...%

Si cada ndmero natural n representa los conjuntos de n
elementos, el nimero O representa a los conjuntos que no tie-
nen elementos que, aunque parezca raro, existen, un ejemplo
de dicho conjunto es el conjunto de sillas que saben cantar E/
Manicero.



Utilizando este conjunto de nimeros naturales podemos
explicar el significado de las operaciones elementales.

Al preguntar cudl es el resultado de sumar dos ntme-
ros naturales, digamos el 3 y el 7, en realidad hacemos la
siguiente pregunta: Si tenemos un conjunto de 3 elementos
y le afadimos 7 elementos nuevos y distintos, como en la
Figura 2.1, jcudntos elementos tiene el nuevo conjunto?

FIGurRA 2.1 3+7 =10.

Claramente la respuesta consiste en contar los elementos
del nuevo conjunto y ver que son 10. jSumar significa afiadir!
De la misma manera vemos que restar significa disminuir,
quitar elementos a un conjunto, si tengo 5 naranjas sobre la
mesa y retiro 2, jcuantas quedan? Todos sabemos que la res-
puesta es 3.

Sin embargo no siempre es posible efectuar restas con nu-
meros naturales. Si, en el caso de las naranjas sobre la mesa,
en lugar de quitar 2, intentdaramos quitar 9, no podriamos,
is6lo hay 5! En la escuela nos decfan que 5 — 9 no se puede,
lo cual es verdad si hablamos de los ntiimeros naturales. Pa-
ra que tenga sentido ese tipo de substraccion, extendemos los
ntmeros al conjunto de niimeros enteros, simbolizados por la
letra Z,

Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,...}

Este conjunto de nimeros enteros consta de los ntimeros
naturales, ya conocidos, afiadiéndo los niimeros negativos. Es-
tos nimeros pueden representar ausencia de elementos, como



2. NATURALES Y ENTEROS

en el caso de las naranjas: tenemos 5 y pretendemos quitar
9, podemos retirar las 5 disponibles pero para poder quitar
9 naranjas harian falta 4 mds. Lo expresamos diciendo que 5
menos ¢ son menos 4 y lo escribimos

5—-9=—-4
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La recta numérica

NA REPRESENTACION fundamental de los ntimeros en-
teros que nos permitird comprender las operaciones
definidas entre ellos, es la recta numeérica.

Tracemos una recta, puede ser cualquiera, para comodi-
dad la elegimos horizontal; elijamos, ademads, una orientacién
misma que nos indicard cudl es la direccion positiva, es cos-
tumbre considerar la direccién positiva la que va de izquier-
da a derecha en la recta horizontal trazada; marcamos esta
direccién con una flecha en el extremo derecho.

~

FIGURA 3.1 Recta dirigida.

Sobre esta recta orientada sefialamos un punto arbitrario
que llamaremos el cero o el origen, y del cero hacia la direc-
cién positiva sefialamos otro punto cualquiera y lo llamamos
el uno, al segmento comprendido entre el cero y el uno lo
llamamos segmento unidad.

Seré facil representar sobre la recta cualquier niimero en-
tero, ya sea positivo (los ntimeros naturales también se lla-

7



3. LA RECTA NUMERICA

W

FIGURA 3.2 Al segmento U lo llamamos unidad.

man niimeros enteros positivos), o negativo.

Si queremos localizar el lugar correspondiente al nimero
6, basta transportar mediante un compas la longitud del seg-
mento unidad seis veces, una a continuacién de otra, como
en la Figura 3.3, partiendo del cero y hacia la direccion positiva
de la recta, también llamada eje.

k

| | | | | | | >

0 1 2 3 4 5 6
FIGURA 3.3 Localizacion del lugar del 6.

Para localizar el sitio que corresponde al —4 transporta-
mos cuatro veces la longitud del segmento unidad una a con-
tinuacién de otra, partiendo del cero, pero ahora hacia la di-
reccion negativa del eje, es decir, hacia la direccién contraria
de aquella que elegimos como positiva.

FIGURA 3.4 Localizacion del lugar del —4.



Es claro que mediante este procedimiento podemos loca-
lizar en la recta, cualquier nimero positivo o negativo, basta
tener la recta orientada, sefialado el origen y la longitud de
la unidad.

| |
\
-1 0 1

\ 4

I I A I N I O
T [T T
o9 8 -7 6 -5 43 22 234 56 78 9 10...

FIGURA 3.5 Los nimeros enteros en la recta numérica.

Ahora tenemos a nuestra disposicién, para efectuar ope-
raciones, todos los ntimeros enteros; es decir, podemos pre-
guntarnos cudl es la suma de —5 maés 11, o la diferencia de 3
menos el —6.

Esto es, podemos preguntarnos el resultado de opera-
ciones como las siguientes:

(=5)+11, 3—(—6),
742, 10—4,
2-38, (—3)—4,

4+ (—4).
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Suma de enteros

ESCRIBAMOS COMO se efecttian dichas operaciones.

Comencemos por la suma, hagamos la suma 3 + 7.

Para ello debemos efectuar un desplazamiento des-
de el cero hasta el primer sumando, en este caso el 3, y de
ahi nos desplazamos el nimero de unidades indicado por el
segundo sumando. Los desplazamientos seran hacia la dere-
cha si el sumando es positivo, o hacia la izquierda en caso
de que el sumando sea negativo; en el caso que nos ocupa
(Figura 4.1) tenemos

un movimiento de 7 hacia la derecha

un movimiento de 3 hacia la derecha

\ 4

|
\
.. 8 765432101 23

FIGURA 4.1 es decir, 3+7 = 10.

Efectuemos la suma (—5) + 11 con ayuda de la recta nu-
mérica de la Figura 4.2,

10



un movimiento de 11 hacia la derecha

\/

un movimiento de 5 hacia la izquierda

eee -6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T e

FIGURA 4.2 con lo cual obtenemos (—5) + 11 = 6.

Consideremos ahora la suma (—4) + (—7), hagdmosla con
la ayuda de la recta numérica de la Figura 4.3,

un movimiento de 7 hacia la izquierda

Y
un movimiento de 4 hacia la izquierda
«——
[ N S
T T T T T

| | |
! \ \
-13 -12-11-10 -9 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

FIGURA 4.3 es decir, (—4) + (—7) = —11.

Realicemos la suma 3 + (—5), con ayuda de la recta nu-
mérica de la Figura 4.4,

un movimiento de 5 hacia la izquierda

«—

un movimiento de 3 hacia la derecha

eee-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

FIGURA 4.4 es decir, 3+ (—5) = —2.

Entonces, para sumar dos nimeros enteros con la ayuda
de la recta numérica, partimos del cero, de ahi efectuamos
un desplazamiento segtin las unidades del primer sumando,
el movimiento serd, a la derecha si el sumando es positivo,
o a la izquierda si es negativo. Desde este punto se efectia
un segundo desplazamiento, cuya longitud estd determinada

11



4. SUMA DE ENTEROS

por las unidades del segundo sumando, y la direccién del
movimiento por su signo (a la derecha si es positivo, o a la
izquierda si es negativo).

12
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Substraccion de nuimeros
enteros

cia mencionada en el Capitulo 2, asi, efectuar la resta

7 —>5 serd equivalente a responder la pregunta; ;cudn-
to le falta a 5 para llegar a 7? o, dicho de otra manera, ;qué
nimero hay que sumar a 5 para obtener 7? Si a ese nimero
que buscamos lo representamos por x podemos expresar la
altima pregunta, simbdlicamente, como

PARA LAS SUBSTRACCIONES utilizamos esa idea de ausen-

54x=7.

Asi, efectuar la resta 7 — 5 significa resolver la ecuacién anterior,
es decir, hallar el valor de x que sumado a 5 nos de 7. En
este caso sabemos que la respuesta es x = 2, ya que 5+ 2 =
7. También podemos ayudarnos con la recta numérica para
hallar la solucién.

Localicemos, en la recta numérica, el nimero del cual par-
timos, en este caso el 5, y el nimero al cual queremos llegar,
en este caso el 7. Ahora efectuemos un movimiento desde el
punto inicial 5 hacia el punto final 7, ilustrado en la Figu-
ra 5.1.

13



5. SUBSTRACCION DE NUMEROS ENTEROS

—
| | | | | | | | L »
\ \ \ \ \ \ \ \ 7
2 3 4 5 6 7 8 9

Punto Punto
inicial final

FIGURA 5.1 Desplazamiento de dos unidades hacia la derecha.

Se trata de un desplazamiento de dos unidades hacia la
derecha y por lo tanto es positivo. Entonces, 7 —5 = 2 porque
5+2=7.

Efectuemos la resta 2 — 8, es decir respondamos a la pre-
gunta ;cudnto le falta a 8 para ser igual a 2? o, simbdlicamen-
te, ;para qué valor de x tenemos que 8 +x = 2? Ayudémonos
con la recta numérica, localicemos 8 y de ahi nos desplaza-
mos hasta el 2, como se ilustra en la Figura 5.2.

A

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Punto Punto
final inicial

FIGURA 5.2 6 unidades hacia la izquierda.

Se trata de un desplazamiento hacia la izquierda, por lo
tanto es negativo. La longitud del desplazamiento es de 6 uni-
dades, entonces el nimero x buscado es —6; es decir:

2—8=—6 porque 8-+ (—6)=2.

Hagamos ahora la resta (—6) — (—2), es decir, queremos
saber cudnto le falta a —2 para ser igual a —6, dicho de

14



otra forma, queremos saber para qué valor de x tenemos que
(—2) +x = (—6).
Localicemos —2 en la recta numérica y desde ahi, como se

ilustra en la Figura 5.3, efectuemos un desplazamiento hasta
—6.

8 7 6 5 -4 3 2 1 0
Punto Punto
final inicial

FIGURA 5.3 4 unidades hacia la izquierda.

Se trata de un desplazamiento hacia la izquierda y, por lo
tanto, es negativo. La longitud del desplazamiento es de 4
unidades. Entonces el valor de x buscado es —4, es decir

(—6) —(—2) =—4 porque (—2)+(—4)=—6.

Ahora queremos saber cudnto es 4 — (—3), es decir ;cudn-
to le falta a —3 para ser igual a 4? o simbdlicamente, ;para
qué valor de x tenemos (—3) + x = 4? Localicemos en la rec-
ta numérica —3 y desde ahi efectuemos un desplazamiento
hasta 4, como se ilustra en la Figura 5.4.

\4

4 3 2 1 0 1 2 3 4
Punto Punto
inicial final

FIGURA 5.4 7 unidades hacia la derecha.

15



5. SUBSTRACCION DE NUMEROS ENTEROS

Se trata de un desplazamiento hacia la derecha y por lo
tanto es positivo. La longitud de desplazamiento es de 7 uni-
dades. Por lo tanto el valor de x buscado es 7, es decir

4—(=3)=7 porque (—3)+7=4.
EJERCICIOS

1. Hacer la siguientes sumas:

a) 9+ (-2), b) (—7)+(=5),
o 2+38, d) 13+ (-5),
e) 5+ (=1)+3+(-5), f) 4+ (-1)+(=3),

g (—3)+10+(-8).

2. Hacer las restas siguientes:

a) (—1)—14, b) 9—(—3),
o 0-7, d (-7)—(=2),
e) (—9)—0, ) (=7)—(—4).

3. Comparar los resultados de los siguientes pares de operaciones:

a) 5—(-2), 5+2. b) 3—(—6), 3—6.

o —7+1, 7—1. d 11—-(-38), 11+8.
el —6+3§, —6—(—8). f) 447, —4—7.
g —6+11, 6—11. h) 13—7, —13+7.
)y -8-7, 8+7. o —9+4, -9 —4.
k) 6—5, 6+ (—5). D —-8-2 -8+ (—2).
m) 13—(-2), 134 2. n) —6—(-3), —6+ 3.
o —1-4, —1+4 (—4). p) 5—6, 5+ (—6).
qQ 5-35, 54 (=5). ) 7+ (-7), 7—7.

4. ;Qué leyes podemos inferir de las observaciones realizadas en el
ejercicio anterior?

16



6

Signos

ADA NUMERO ENTERO tiene su simétrico; el resultado

‘ de sumar un nimero con su simétrico es el cero. Asi,

el simétrico de 4 es —4 y el simétrico de 13 es —13,

porque 4+ (—4) =0y 13+ (—13) = 0. A su vez, el simétrico

de —13 es —(—13) y el simétrico de —4 es —(—4), ello significa

que (—13) 4+ (—(—13)) =0y que (—4) + (—(—4)) = 0. De aqui,
y del capitulo anterior, obtenemos el siguiente resultado:

(—4)+4=0
(—4) +(=(=4)) = 0.

Podemos entonces concluir que
4 = _(_4)/

lo cual significa que tanto el 4 como el —(—4) son simétricos
del —4, o, dicho de otra manera, inducimos que:

El simétrico del simétrico de un ndmero, es el niimero
mismo.

17



6. SIGNOS

18

También observamos que

(—13)+13=0
(—13) + (—(—13)) = 0.

De donde deducimos que
13 =—(—-13).

En realidad esto sucede para todos los nimeros enteros.

En los ejercicios anteriores pudimos observar que es po-
sible expresar un resta, digamos 5 — 9, como una suma, em-
pleando el simétrico, en este caso: 5 —9 = 5+ (—9). Esto es
posible en todos los casos; si utilizamos las letras a y b para
representar dos enteros cualesquiera, es cierto que

a—b=a+(-b), (6.1)

lo cual se puede leer: a menos b es igual a sumar a més el
simétrico de b. También podemos expresar simbdlicamente
la conclusion sobre el simétrico del simétrico: diremos que
para cualquier nimero entero a, se tiene que

a=—(—a).

De las observaciones en los ejercicios anteriores también po-
demos inducir que el simétrico de una suma es la suma de
los simétricos, es decir

—(a+b) =(—a) +(-b)
que, utilizando la férmula (6.1), podemos expresar como
—(a+b)=—a—n0.

Asi, podemos escribir -3 —5=—(3+5) = 8.



EJERCICIO
1. Realizar las operaciones siguientes:

a) —(7+1)—6, b) 13—15,
o (—8+10)—5, d (1M1-4-(3-(-6),
e) ((-5)+6)—2

19



7

Multiplicacion de nameros
enteros

suma repetida. La interpretacion de dicha suma de-
pende del signo de los factores: Cuando el primero
es positivo indica el namero de veces que hay que sumar el
segundo factor, ya sea positivo o negativo. Asi, por ejemplo:

EL PRODUCTO DE DOS FACTORES EXPRESA, en realidad, una

3xd=4+4+4,

3 veces

S5x(=2)=(-2)+(-2)+(=2)+(-2)+ (—2).

5veces

Ilustremos con la recta numérica de las Figuras 7.1y 7.2.

4 4 4
S T

| | | | N N O

\ ] ! T 1]

| | [ L]
\ | ] |
2 -1 01 2 3 4 7 8 9 1011 1213 14 15

|| |
[ \
4 -3 56

FIGURA 7.1 3 x4 =12.

20
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ol |
-15-14-13-12-11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -

\ 4

FIGURA 7.2 5 x (—2) = —10.

Cuando el primer factor es negativo nos fijamos en el nui-
mero de unidades, independientemente del signo, ellas nos
indican el niimero de veces que hay que sumar el simétrico
del segundo factor, por ejemplo el producto (—6) x 7 significa
que hay que sumar 6 veces el simétrico de 7, es decir

(=6) x7 = (=7)+ (=7)+ (=7)+ (=7)+ (=7) + (=7) .

-~
6veces

Del caso anterior podemos deducir que esta tltima suma
no es mas que el producto de 6 x (—7), es decir

(—6) x7=6x(-7).
Veamos algunos ejemplos:
1. Efectuar la multiplicacién 3 x 8.

3x8=8+8+8=24.
—_——
3veces

2. ;Cuénto es 5 x (—12)?

5x(—12) = &—12) +(=12)+ (—12) + (—12) + (—12) = —60.

5veces

3. Encontrar el resultado de (—2) x 7.

(—2)x7=(=7)4(-7)=—14
2 veces

Notese que (—2) x 7 =2 x (—7).

21



7. MULTIPLICACION DE NUMEROS ENTEROS

4. Efectuar la multiplicacién (—6) x (—4). Noten dos cosas.
Primera: el simétrico de —4 es 4.

(—6) X (—4) =4+4+4+4+4+4=24
6 veces

Segunda: (—6) x (—4) =6 x 4.

Observando estos ejemplos y realizando otros podemos
inducir dos reglas que son vélidas para cualquier producto
de enteros:

1. Si los dos factores tienen el mismo signo, el resultado
es positivo.

2. Si los dos factores tienen signo distinto, el resultado es
negativo.

El ejemplo siguiente nos ilustra otra regla que comun-
mente se enuncia como:

El orden de los factores no altera el producto.

Ejemplo Efectuar la multiplicacién 7 x (—3).

7x(=3)=(3)+(3)+(3)+(3) +(=3)+(3) +(-3)

~~

7 veces

=21
Invertimos ahora el orden de los factores:

(=3)x7=(=7)+(=7)+ (=7) = =21

3 veces

El producto o resultado es el mismo independientemente del
orden en que consideremos los factores.

22



EJERCICIOS
1. Efectuar las siguientes multiplicaciones:

a) 7x8, b) 7 x(=8),
o (—7)x(-8), d (—7)x8.

2. Efectuar las operaciones siguientes:

a) 5x(4+2), b) (—6) x (7—5),
d 9x(—3-(-4), d) (—13) x ((—4)+(-1)),
e) (7+6)x(—10-38), f) (—3+(-8) x(2-5).

3. Efectuar las operaciones siguientes:
a) (8x3)+(5x(-2), b) ((=3)x11) = (4x (=7)),

0 (6x4)+(12x4), d ((=2) x5)—((—2) x 8),
e 4x(6+12), H (~2)x(5-8).



8

Factor Comun

I OBSERVAMOS LOS RESULTADOS de las operaciones (c),

(d), (e) y (f) del ejercicio 3 anterior podemos obtener

conclusiones que también son validas para casos simi-

lares. Cuando efectuamos sumas o restas de ntimeros que

a su vez son producto de dos enteros, sucede a menudo que

dichos productos tienen un factor comiin por ejemplo, los pro-

ductos 2 x 6, 2 x5, 2 x (—7), tienen un factor comun: el na-

mero 2 es uno de los factores en cada uno de los productos.
Efectuemos la suma de productos

2x6)+(2x(=7)) =(646)+(=7)+ (=7) =124 (—14) = 2.
2veces 2veces

El resultado de esta operacion es el mismo que si sacamos el
factor comiin, sumamos los otros factores y ese resultado lo
multiplicamos por el factor comun, es decir:

(2x6)+(2x(=7) =2x% (64(=7)) =2 x (=1) = —2.

Podemos expresar simbdlicamente lo anterior diciendo que
si a, b y ¢ son tres nliimeros enteros cualesquiera, entonces

ab+ac=a(b+c).
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La division

UANDO NOS PREGUNTAMOS el resultado de una divi-
sion entre nimeros enteros, en realidad nos estamos
preguntando cudl es un factor en una cierta multi-

plicacioén, la pregunta ;cuanto es 36 entre 9? se expresa sim-
bélicamente de cualquiera de las maneras siguientes:

obe 3 3.9
9
Y, como ya dijimos, hace referencia a otra pregunta: ;Cudl
es el nimero que multiplicado por 9 da 367 Si llamamos x
al namero en cuestién, podremos expresar simbodlicamente
la dltima pregunta como encontrar el niimero x que cumple
con
9x = 36.

(En este caso se omite la cruz del simbolo de multiplicar.)
Sabemos que 9 x 4 = 36, es decir 4 es el nimero que al
multiplicarlo por 9 da 36, esto significa que 4 es el resultado
de dividir 36 entre 9. Es comun interpretar la divisén como
una reparticion de cierto niimero de objetos entre un determi-
nado nimero de personas, el resultado serd la cantidad de
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objetos que le corresponden a cada persona. En el ejemplo
anterior pudiéramos suponer que tenemos 36 naranjas y las
vamos a repartir entre 9 nifias, nos preguntamos entonces
cudntas naranjas le corresponden a cada nifia: la respuesta es
que a cada nifia le corresponden 4 naranjas.

Ejemplo Efectuar la divisén 21 +7.
Ello equivale a encontrar un niimero x de manera que al mul-
tiplicarlo por 7 de 21, simbélicamente, encontrar x tal que

7x = 21.
El factor buscado es 3 porque 7 x 3 = 21, es decir
217 =3.

Otro Ejemplo Efectuar la divisién de 48 = 6.
Esto equivale a encontrar el factor que multiplicado por 6 de
48. Entonces

48 +-6 =38 porque 6 x38 =438

En una divisén, el producto conocido se llama dividendo;
el factor conocido, divisor y el factor buscado cociente. En el
ejemplo anterior 48 es el dividendo, el ntimero 6 es el divisor
y el 8 es el cociente.

Plantear una divisén significa descomponer en dos fac-
tores un producto dado: el dividendo; donde también est4
dado uno de los factores: el divisor.

Ejemplo Efectuar la divisién (—24) = 3.

El producto conocido, o dividendo, es el —24, el factor da-
do, o divisor, es el 3. La pregunta es: jcudl es el factor (al
que llamaremos cociente) que multiplicado por 3 da —24? La
respuesta es:

(—24) -3 =-8 porque 3 x(—8)=-24.



Ejemplo Efectuar la division (—42) = (—6).
La respuesta es

(=42) + (=6) =7 porque (=6)x7 =—42.

Al efectuar divisiones entre ntimeros enteros encontra-
mos dos dificultades principales. Una es que la divisién no
sea exacta, es decir que el producto del factor dado por otros
ciertos factores, sélo se aproxima al producto dado, por ejem-
plo, efectuemos 15 =+ 2: ;qué namero multiplicado por 2 da
15? Sabemos que 2 x 7 = 14 y que 2 x 8 = 16; ninglin ente-
ro multiplicado por 2 da 15. En todo caso podemos expresar
el producto dado como el factor dado multiplicado por otro
factor, que también llamaremos cociente, y sumado a un resto
que es la cantidad que le falta a este producto para igualar el
producto dado; en este caso el producto dado es 15, lo que
podemos expresar como

15=2x7+1,
el cociente es 7 y el resto 1.

Para encontrar el cociente y el resto tenemos el conocido mé-
todo llamado algoritmo de la divisién. Si queremos efectuar la
division 5,372 + 21 lo hacemos asi,

255

2115372
117

122

17

FIGURA 9.1 5,372 entre 21.

El cociente es 255 y el resto o residuo es 17. Significa que
podemos expresar el producto dado como

5,372 =21 x 255+ 17.
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Fracciones

ARA ILUSTRAR LA OTRA DIFICULTAD Nos restringiremos

a los enteros positivos; consiste en que si el produc-

to dado es menor que el divisor, entonces no habra

cociente que siquiera aproxime al dividendo cuando lo mul-

tipliquemos por el factor dado, por ejemplo la divisién 7 + 56

plantea encontrar un ntimero que multiplicado por 56, de 7

como resultado. La imposibilidad de efectuar esta operacion

utilizando solamente ntimeros enteros nos la ilustraban en la

escuela con la dificultad de repartir 7 naranjas, sin partirlas,
entre ;56 nifias!

Esta dltima ilustracién esboza una posible solucién que
seria, precisamente, partir las naranjas. Si hay 56 nifias pues
partamos cada naranja en 56 partes iguales, y de cada naranja
demos a cada nifia una de esas 56 partes (a cada una de esas
56 partes iguales se le llama un cincuenta y seisavo de naranja,
también se escribe asi: un 56-avo de naranja; y simbdlicamen-

te se representa asi:
1

56
que significa el resultado de partir la unidad en 56 partes
iguales). Como hay 7 naranjas, a cada nifia le corresponde-
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rén 7 de esos cincuenta y seisavos de naranja. Esto, simboli-

camente, se escribe
7

56
y se lee: siete cincuenta y seisavos.

En esta solucién, donde repartimos en partes iguales lo
que tenemos aunque nadie obtenga la unidad, introdujimos
subrepticiamente un nuevo tipo de namero, las fracciones.

Ejemplos de fracciones son 1/5, 3/7, 21/44. La primera
representa una parte de las obtenidas al dividir en 5 partes la
unidad; la segunda nos indica que dividamos la unidad en
7 partes y que consideremos 3 de ellas; la tltima nos indica
que dividamos la unidad en 44 partes y que consideremos 21
de ellas. Notemos, siguiendo este tren de ideas, que también
6/3 es una fraccion, estrictamente hablando. Indica que di-
vidamos la unidad en 3 partes; ilustremos en la Figura 10.1
con la recta numérica, y que consideremos la suma de esa

6 veces 1/3

\

1/3

>
\ | | \ |

173 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3 7/3 8/3 9/3

1 2 3
|
\

o —

FIGURA 10.1 Seis veces la fraccién 1/3.

fraccién, 1/3, 6 veces. Este proceso nos conduce al entero 2
y nos obliga a afirmar que seis tercios es igual a dos lo cual es
cierto: 6 <+ 3 = 2. jHay consistencia entre nuestro concepto de
divisién y el de fraccién!

Vemos entonces que expresiones tales como 13/5, 20/9 o
57/13, también son fracciones.
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Las fracciones o niimeros racionales positivos son los nime-
ros que expresan la divisiéon de dos enteros positivos, en este
caso al dividendo se le llama numerador y al divisor denomi-
nador. A las fracciones se les exige que tengan el denominador
distinto de cero (;qué significado tiene dividir la unidad en
cero partes?).

Estos ntimeros racionales positivos también tienen su lu-
gar en la recta numérica.

Localicemos en la recta ntiimerica el lugar de la fracciéon
13/5. Segtun nuestra definicién, la fracciéon 13/5 ocupa el lu-
gar sefialado al ocupar 13 veces la longitud correspondiente
a un quinto de la unidad. El problema se reduce a dividir el
segmento unidad en cinco partes iguales, la longitud de una
de ellas serd precisamente 1/5.

Dividir un segmento de recta dado en un niamero deter-
minado de partes congruentes, constituye un problema de
geometria, cuya solucién se basa en propiedades de tridn-
gulos semejantes y en axiomas que conforman la base de
la geometria. A continuacién ilustramos el método con un
ejemplo.

Ejemplo Dividir el segmento OA en 3 partes congruentes (es
decir que tienen la misma longitud).

FIGURA 10.2 El segmento OA.

Para ello trazamos un recta cualquiera 1 que pase por O,
pero que no contenga al segmento OA



/

FIGURA 10.3 La recta | pasa por O, pero no contiene a OA.

Con un compés con abertura cualquiera, pero sin cambiarla,
sefidlese, a partir de O y sobre la recta 1, 3 veces esa longitud,
marcando los puntos P, Q y R

/

FIGURA 10.4 Tres partes congruentes sobre 1.

A continuacién tinase los puntos R y A por una recta y
trdcense paralelas a esta recta por los puntos P y Q obte-
niendo asi los puntos B y C, donde cortan las paralelas al
segmento OA.

Los puntos B y C dividen al segmento OA en 3 partes
congruentes, como se ilustra en la Figura 10.5.

Volviendo al problema de localizar el lugar de la fraccién
13/5 en la recta numérica, aplicamos el método anterior y
dividimos el segmento unidad en cinco partes congruentes:
Por el origen trazamos una recta, sobre esa recta y a partir
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FIGURA 10.5 Unimos Ry A, y trazamos paralelas por Q y P.

del origen marcamos cinco longitudes iguales obteniendo los
puntos P, Q, R, S y T; unimos T con el extremo del segmento
unidad, con el lugar del niimero 1. A continuacién, por los
puntos P, Q, Ry S, trazamos paralelas a la recta que une T
con 1 y obtenemos los puntos A, B, C y D de corte, como se
ilustra en la Figura 10.6. Estos puntos constituyen la divisién
del segmento unidad en cinco partes congruentes.

T

\/

FIGURA 10.6 Una quinta parte del segmento unidad.

Una vez dividido en cinco partes congruentes el segmento
unidad, efectuamos un desplazamiento desde el cero hacia la
derecha, de 13 veces esa longitud correspondiente a 1/5.
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La Figura 10.7 ilustra dicha localizacién, se trata de un
punto situado entre el 2 y el 3, de hecho a una distancia de
3/5 del 2.

13 veces 1/5

\

1 2 3

\

|
\
10/5 13/5  15/5

FIGUrRA 10.7 13/5=2+3/5.

Con el mismo método podemos localizar cualquier frac-
cién p/q, donde p y q son ntimeros enteros positivos y q es
distinto de cero: El segmento unidad se divide en q partes
congruentes y se hace un movimiento a partir del cero, hacia
la derecha, de p veces esa longitud de un g-ésimo. Esto nos
sittia en el lugar de la fraccién p/q.

Notese que a cada fraccién le corresponde un lugar en la
recta numérica y que a fracciones iguales o equivalentes, como
4/2 y 10/5; o como 2/6 y 4/12, les corresponde el mismo
punto.

También consideraremos las fracciones negativas como
las simétricas de las positivas, por ejemplo, la simétrica de
1/5es—1/5,lade 12/7 es —12/7.

El lugar de —13/5 se encuentra como se ilustra en la Fi-
gura 10.8: con un compds hacemos centro en cero y con la
abertura correspondiente a la longitud del segmento del cero
a la fraccioén 13/5, sefialamos un punto en el lado opuesto de
la recta: ese es el lugar de —13/5.

También consideraremos al cero como una fraccion, lo
cual tiene sentido, por ejemplo 0/3 = 0, ya que si no ten-
go naranjas y quiero repartirlas entre 3 nifias, pues a cada
una le corresponde 0 naranjas.
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A

\13/5‘ 4/3\ \4/3 ‘ 13/5

FIGURA 10.8 El lugar del simétrico.

Notese ademds que cualquier niimero entero es una frac-
cién. Por ejemplo 7 = 7/1, aunque también 7 = 42/6; analo-
gamente —4 = —4/1 o, digamos, —4 = —12/3.

jHemos ampliado el conjunto de niimeros a nuestra dis-
posicion! Tenemos ahora el conjunto de los niimeros racionales
o fracciones, que representaremos con la letra Q.

Recordemos que cada ntiimero natural es a su vez un nu-
mero entero; vemos ahora que cada ntimero entero es a su
vez un numero racional. Expresamos simbodlicamente esta si-
tuacion, de la siguiente manera:

NcZcQ

Que se lee: Los niimeros naturales estin contenidos en los niime-
ros enteros que, a su vez, estdn contenidos en los niimeros racionales
(el simbolo C se lee contenido en), y significa lo mencionado
en el parrafo anterior.

Tenemos ahora nuevos ntimeros a nuestra disposicon y
con ellos podemos efectuar las operaciones elementales. El
significado de las operaciones no varia, sin embargo tenemos
aqui maneras de efectuar operaciones entre fracciones redu-
ciéndolas a operaciones entre nimeros enteros. Las reglas
son las siguientes:

Sia, b, c y d son niimeros enteros y b y d son diferentes



de cero, entonces:

2+£_ad+bc
b d  bd
a C ac
—_ X - = —
b d bd
a.c_ad
b d bc

De nuevo, se define la resta como la suma con el simétrico:

5 ()

Es importante notar que en este caso siempre es posible
efectuar la division entre dos fracciones (con el divisor dis-
tinto de cero) y el resultado es otra fraccién.

EJERCICIOS

1. Localizar en la recta numérica la siguientes fracciones: 2/7, —3/4,
12/4,7/5,1/3,-5/2,6/9,3/10, —5/10.

2. Efectta las operaciones siguientes:

3 2 7 8
4 5 2 7
6 1 5 2 3 7
© <_8> 13 b [7 <_13 +2>} “ 10

7N
A=
X
SRS
N———

o (4)+(d) v ()
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Simplificaciones

ABREMOS NOTADO, al hacer los ejercicios anteriores,
H que muchas veces es posible expresar una fraccién
de forma mas sencilla, por ejemplo 2/8 = 1/4, o
6/9 = 2/3. El criterio que nos permite establecer la igualdad
de dos fracciones es el siguiente:
% = % si sucede que ad = bc.
2
Entonces, g = porque 2x4=8x1
La manera como obtenemos formas mds simples de una
fraccién es detectando si el numerador y el denominador tie-
ne algtn factor comun, por ejemplo
9 3x3
12 4x3
esta descomposiciéon de factores puede descomponerse en
una multiplicacién de fracciones:

9 _3x3 3 3

12 4x3 4 3

y sabemos que 3/3 es precisamente 1, asi, obtenemos
9 3x3 3 3 3 3

T2 _—Zx1="2

12 4x3 473 4 4
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que es la forma simplificada; podemos describir este proceso
diciendo que sacamos tercera al numerador y al denominador,
esto es posible porque ambos son divisibles entre 3.
Otro ejemplo; simplificar 10/4. Sacando mitad al numera-
dor y al denominador obtenemos
10 5

14 7
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Mediciones

ASTA AHORA TENEMOS un conjunto de ntmeros, los
H racionales, con los cuales podemos efectuar las ope-
raciones elementales. Nos ocuparemos ahora de un

proceso que la humanidad efecttia desde hace miles de afios,

el proceso de medir. Consideremos el problema siguientes:
Medir la longitud del segmento de recta AB mostrado en la Fi-

gura 12.1.
/ B
4

FIGURA 12.1 Queremos medir el segmento AB.

Medir la longitud de un segmento significa decir cudntas
veces cabe una unidad prefijada en el segmento dado, asi que para
resolver el problema planteado, de medir el segmento dibu-
jado arriba, es necesario disponer de un segmento unidad o
unidad de medicién. Supongamos, para ilustrar el concepto de
medir, que la unidad de medicién es el segmento mostrado
a continuacion
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FIGURA 12.2 Empleamos el segmento unidad .

Tiene sentido, asi, resolver el problema; si trasladamos la
longitud u mediante la abertura de un compas y comenzan-
do por A lo llevamos consecutivamente a lo largo del seg-
mento AB, segiin desprendemos de la Figura 12.3, el segmen-
to u cabe 2 veces en el segmento AB pero no llega a caber 3.
Decimos entonces que AB mide 2 unidades u y fraccidn, sin
embargo, ésto sdlo constituye una primera aproximacion.

u

L

2u \/2 u
~— B
\\U//\//r\
A /
Tu

FIGURA 12.3 Mediciéon de AB. Mide mds que 2u pero menos que
3u.

El uso de la frase “. ..y fraccién” conlleva multitud de po-
sibilidades respecto a lograr mds y mejores aproximaciones.
Si analizamos la figura (12.3) vemos que si bien el segmento
u no cabe en AB una tercera vez, si cabe la mitad. Pode-
mos entonces decir que AB mide 2 veces y media u, maés
una fracciéon. Hemos realizado una segunda aproximacion.
Si quisiéramos mayor aproximacion intentarfamos expresar
esa fraccién que queda sin medir con alguna divisiéon de u en
partes iguales, y afiadirla en la descripcion de la medicién de
la longitud de AB.
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Noétese que en este proceso de aproximaciéon empleamos
una unidad de medida prefijada y la medicién quedard expre-
sada en términos de esa unidad.

Si cambidramos la unidad cambiaria la medicion. No que-
remos decir con ello que cambie la longitud del segmento
AB, esta longitud es una, lo que cambia es su medicion depen-
diendo de la unidad utilizada.

Dos consideraciones de importancia:

La primera es la relacién entre contar y medir, recordemos
que sumar significa contar, en determinada direccién, en la
recta numérica, cierto niimero de veces el segmento unidad
que va de 0 a 1. Como los enteros positivos marcados en la
recta numérica sefialan el ntiimero de veces que se ha trans-
portado la longitud del segmento unidad a lo largo del eje,
esto significa que podemos usar la recta numérica para medir. Si
hacemos coincidir el 0 de la recta numérica con el extremo
A del segmento y hacemos coincidir el eje con el segmento
AB de manera que B esté del lado de los enteros positivos
entonces el punto B coincidird con algtin punto de la rec-
ta numérica. El niimero correspondiente a ese punto serd la
medicién de la longitud en términos de la unidad escogida,
en este caso el segmento unidad de la recta numérica: Hemos
usado la recta numérica para medir.

La segunda se refiere a la eleccién de la unidad de medi-
da. Es facil imaginar los problemas que tendriamos si cada
uno de nosotros usara, para medir, unidades distintas, que
incluso varidramos cada vez. No tendria sentido comunicar
resultados de nuestras mediciones ni comparar mediciones
efectuadas con unidades de medida distinta, a menos que
conociéramos la relacién que guardan entre si esas unidades.
Estos problemas se presentaron realmente en la antigiiedad,
las mediciones de lienzos en varas dependian de la longitud



de la vara que usara un comerciante u otro. Actualmente hay
lugares donde se venden frutas o granos por medida, donde
esta medida es un cuenco de madera cuyo tamafio varia segtin
el vendedor.

La extencién del comercio y la relacion entre pueblos mds
lejanos exigieron la adopciéon de una determinada unidad
de medida de longitud, aceptada socialmente. Esta unidad
la conocemos como metro. El metro es la unidad de medida
socialmente aceptada. Es esa longitud prefijada que mencio-
namos al definir el proceso de medicion.

Ahora bien, si el metro es la unidad de medida prefijada
(doénde esté prefijada?

Con el afan de que esa longitud fuera un invariante en
la naturaleza, de manera de poder recuperarla cada vez que
fuera necesario, se definié el metro como la diezmillonésima
parte de la longitud de un cuadrante de meridiano terrestre;
esta referencia resulté poco préctica e inexacta.

Posteriormente se construy6 una barra de platino iridiado
con dos marcas definiendo como metro la longitud entre esas
dos marcas (se le llamé el metro patron).

En 1960 se redefini6 como: un metro es igual a 1,650,763.73
longitudes de onda, en el vacio, emitida por el is6topo krip-
ton 86, del nivel 2pqj al nivel 5ds.

El metro volvi6 a definirse en 1983 como la longitud re-
corrida por la luz en el vacio en un intervalo de tiempo de
1/299,792,458 de segundo.

Seguramente la definicion de metro ird evolucionando
conforme avance la ciencia y la tecnologfa.

Para efectos practicos, al menos para este folleto, usare-
mos como unidad el centimetro que es una centésima parte
del metro, es la longitud obtenida al dividir el metro en cien
partes iguales. Al hacer que la longitud del segmento unidad
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FIGURA 12.4 Medicion de AB.

de la recta numérica sea un centimetro, estaremos convirtién-
dola en un instrumento para medir.

Volvamos al problema con que iniciamos este capitulo. Se
trata de medir la longitud del segmento AB dibujado. Pode-
mos reformular el problema mediante la pregunta ;cudntos
centimetros mide el segmento AB?

Ahora el problema se reduce a disponer de una recta nu-
mérica, un ejemplar fisico, cuyo segmento unidad correspon-
da con la longitud de un centimetro. Aplicamos dicho instru-
mento al segmento AB, como se ilustra en la Figura 12.4.

Como ya dijimos, el extremo B del segmento coincidirad
con algin punto en la recta numérica, el nimero correspon-
diente a ese punto serd la longitud de AB expresada en cen-
timetros.
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Decimales

EGUN LA FIGURA 12.4, el segmento AB mide 4 cm y frac-
cion. Esta fraccion la expresaremos en términos de par-
tes iguales en que dividimos el centimetro. Dividamos

el centimetro en 10 partes iguales, cada una de ellas serd 1/10
de centimetro. Vemos en la Figura 12.4 que en AB caben
4cm, més 2/10 de centimetro y queda todavia un pequefio
segmento sin medir. Si queremos lograr una mejor aproxi-
macién, dividiendo este décimo de centimetro en 10 partes
iguales, obtendriamos un segmento de longitud igual a 1/100
de centimetro y si, mediante una lente de aumento, observa-
ramos el pedazo que falta por medir, verifamos cudntos de
estos centésimos de centimetro caben ahi, digamos que cu-
pieran 7/100, entonces la medida del segmento expresada en
centimetros seria:

7 . s
4+ 15 + 100 + (posiblemente) una fraccion.

Notese que dependiendo de nuestros recursos tecnolégicos
podemos continuar este proceso y lograr mejores aproximacio-
nes en nuestra mediciéon. Como respuesta a la cuestion plan-
teada al principio del Capitulo 12, podemos decir que el seg-
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mento mide aproximadamente 4 + % + % centimetros. Este
nimero tiene como expresion decimal la siguiente:
2 7

4415+ 705 =4

Esto nos ilustra el significado de los nimeros decimales.
Los digitos a la derecha del punto decimal representan, cada
uno, el niimero a considerar de subsecuentes divisiones de la
unidad en 10 partes iguales.

Asi como dado un punto en la recta numérica localiza-
mos su expresion decimal, que puede requerir, inclusive, una
infinidad de divisiones subsecuentes, también, dada una ex-
presiéon decimal, podemos localizar un punto en la recta nu-
mérica que sea su correspondiente. Lo ilustraremos con un
ejemplo:

Ejemplo Localizar en la recta numérica el punto correspon-
diente al ntiimero decimal 2.375.

El punto estara situado a 2 unidades a la derecha del ce-
ro, més un segmento. Como en la Figura 13.1, dividamos el
segmento que va de 2 a 3 en 10 partes iguales y ubiquemos

3
el punto 2 + 10

2+4/10

|
\ | | \
0 1 2 3 4 5

\ 4

2+3/10

FIGURA 13.1 Décimas.

Ahora, segun se ilustra en la Figura 13.2, dividamos el

4
segmento que va de 2 + 70 2 2+ 70 e 10 partes iguales.
Amplifiquemos la Figura 13.1 anterior.



2+3/10+7/100

| | L | | »
‘ ‘ ‘\\\\\\\\\‘ ‘ ‘ »

2+1/10 2+2/10 2+3/10 /2+4/10 2+5/10 2+6/10

2+3/10+7/100+5/1000

FIGURA 13.2 Centésimas y, con imaginacion, milésimas.

En ese segmento contemos 7/100 y localizaremos el pun-
to correspondiente a 2.37. Es dificil continuar, en la practica,
este proceso; si dividimos al centésimo en 10 partes iguales
obtendremos milésimos y de ahi mediriamos 5 milésimas.
El resultado seria la localizacién del punto, que, en la figu-
ra (13.2), hemos hecho de manera aproximada.

Hemos ampliado nuestro conjunto de ntiimeros. Tenemos
numeros naturales, enteros, fracciones y decimales. Los re-
presentamos todos en la recta numérica y con ellos podemos
efectuar las operaciones elementales: suma, resta, multiplica-
cién y division.

Pero estos decimales obtenidos de fracciones son peculia-
res, o terminan o se repiten.

Es decir al efectuar la divisién del numerador entre el
denominador aunque obtenemos un resultado decimal, es-
te proceso de divisién, en unos casos, termina. Por ejemplo,
para 17 =5,

34
517
15
20
20
0

El resultado es 17 =5 =34.
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13. DECIMALES

En otros casos no termina pero la expresiéon decimal en el
cociente se repite, como en el caso de 19 =11,

1.7272- -
11119
11
- 80
77
30
22
- 80
77
30
22
80 .

Si continuamos el procedimiento vemos que se repite 72.
Aqui el resultado es 19 + 11 =1.727272 - - -.

En lugar de escribir varias veces 72 y después los puntos
suspensivos, lo hacemos ast:

Colocamos una barra sobre la parte de la expansién decimal
que se repite, le llamamos periodo.

Pueden verificar, realizando el procedimiento de la divi-
sién o con una calculadora, que

52 — 9 S 13 —
105 = 0.105, - = 1.285714, 108 = 0.12037.

Toda fracciéon es un decimal que termina o uno periédico
y a fracciones distintas les corresponden distintos decimales.
Cabria esperar que sucediera lo mismo en sentido con-
trario, es decir, que a cada decimal peridédico le corresponda



una fraccién (eso si es cierto) y que a decimales distintos les
correspondan fracciones distintas (eso no es cierto).
Hay decimales periédicos que tienen diferente expresiéon
y sin embargo son iguales. Nos referimos a las colas de nueves.
Sucede que
1=09.

Lo cual es facil de demostrar, sea
x =0.9
= (0.99999...999...
Multiplicamos ambos lados por 10,

10x = 9.99999...999 ..

Restamos la primera ecuacion de la segunda,

10x —x =9
9x =9
x = 1.

De manera andloga podemos comprobar que
3.419 =342, 0.89 =0.9, 2,019 =2.02.

Para evitar esta situaciéon de que dos expresiones decima-
les representen a una misma fraccion, quitaremos las colas de
nueves y asi, serd posible identificar las fracciones con los de-
cimales periédicos (podemos asumir que los decimales que
terminan son decimales periédicos, con periodo cero) y con
puntos en la recta numérica.

Disponemos ahora de los nimeros naturales IN, los na-
meros enteros Z y nimeros racionales Q, estos dltimos ex-
presados como fracciones cuyo numerador y denominador
son primos relativos, es decir, que no tienen factor comiin (se
les llama fracciones irreducibles), o como decimales periddicos
(excluyendo las colas de nueves).
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13. DECIMALES

Cada uno de estos nimeros se representa como un punto
en la recta numérica.

La pregunta que sigue es: ;Cdda punto de la recta numérica
representa uno de esos puntos?

La respuesta es: No.
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Irracionales

UEDO PLANTEADO EL SUSPENSO al final del capitulo an-

terior: Disponemos de los ntimeros naturales, los

enteros y los racionales (ya sea como fracciones o

como decimales periédicos) y los representamos en la recta

numérica. Es decir, cada nimero natural, entero o racional
tiene un lugar, y s6lo uno, en la recta numérica.

Ahora cabe preguntar: ;Cdda punto de la recta numérica re-
presenta un natural o entero o racional?

A diferencia de los niimeros naturales y los enteros que
estdn colocados de manera discreta, es decir estdn separados
uno del gue sigue por un segmento de longitud 1, los raciona-
les estdn amontonados, dado un ntiimero racional no existe el
numero que le sigue, de hecho, dados dos ntimeros racionales
hay entre ellos una infinidad de ntimeros racionales (son un
conjunto denso).

iImaginen! Dados dos ntimeros racionales, por cercanos
que nos parezcan (digamos 1y 1.001) hay entre ellos una in-
finidad de ntimeros racionales’. Pensariamos que hay tantos

1 Su media aritmética %, es un racional; inducimos que entre

dos racionales siempre hay uno y de ahi, que hay una infinidad.
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y tan amontonados que ocuparian toda la recta numérica.
La respuesta es: No.

Hay puntos en la recta numérica que no corresponden a
numeros racionales.

Son los llamados inconmensurables por PITAGORAS.

Son segmentos de recta cuya longitud no se puede medir
segun el procedimiento del Capitulo 12 de la pagina 38 de
manera que el procedimiento termina o nos conduzca a un
decimal periddico.

Localicemos al ntiimero /2 en la recta numérica.

Trazamos sobre la recta el cuadrado de lado igual al seg-
mento unidad.

es /2.

Por el teorema de Pitdgoras, la longitud de la hipotenusa

Con centro en O y radio igual a la hipotenusa trazamos

un arco hasta intersecar la recta ubicando asi, el punto v/2
sobre la recta.

0 V2

FIGURA 14.1 Ubicacion de v/2 en la recta numérica.

El ntimero v/2 no es racional, es imposible expresarlo co-
mo una fraccidon? irreducible. Se le llama niimero irracional.
2

Se demuestra por reduccién al absurdo; se parte de que si es posible
y se llega a una contradiccién, concluyendo que la suposicién inicial
es insostenible y que, en efecto, no se puede expresar como fraccién.
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Y hay muchos més. De hecho hay mds irracionales que
racionales (jno hablamos de gente ©!); ;qué significa esto?

Aunque ambos conjuntos, los racionales y los irraciona-
les, son conjuntos infinitos, el infinito de los irracionales
es mayor que el infinito de los racionales.

Dejemos para el siguiente capitulo esta discusién sobre
los infinitos; por lo pronto hemos completado la identificaciéon
de los puntos de la recta numérica con ntmeros.

Los puntos en la recta numérica que no corresponden a
numeros racionales (es decir, a decimales periddicos), les lla-
mamos los niimeros irracionales y corresponden a decimales que
nunca terminan, pero que ademads no tienen periodo.

Ademas de v/2, la longitud de la hipotenusa del tridngulo
rectdngulo de lado 1,

V2 = 1.414213562373095048801688724210. . .,

que presentamos con 30 lugares decimales, otros ntimeros
irracionales famosos son 7, la razon de la circunferencia de
un circulo a su didmetro

7 = 3.141592653589793238462643383280.. ..
y e, la base de los logaritmos naturales,
e = 2.718281828459045235360287471353 .. ..

Se pueden formar ntimeros irracionales siguiendo patro-
nes, como, por ejemplo, después del punto decimal colocar
un 1y después un 0, después un 1y dos 0, después un 1y
tres 0, y asi, después de cada 1 se aumenta un 0 mas.

0.101001000100001000001 ......
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Juntos, los ntimeros racionales y los irracionales, forman
el conjunto de los niimeros reales denotados con la letra IR.

Asi la recta numérica donde colocamos a los naturales,
enteros y racionales, contiene también a los niimeros irracio-
nales. Le llamamos la recta real; se trata una recta orientada,
que elegimos horizontal y orientada de izquierda a derecha,
con un punto marcado como el origen o el nimero cero, a su
derecha otro punto que asociamos con el natural 1; el seg-
mento que va de 0 a 1 es el segmento unitario, es nuestra uni-
dad de medicion de longitudes.

Con la recta orientada y ubicado el segmento unitario po-
demos ubicar cualquier ntiimero entero; al dividir el segmen-
to unitario en q partes iguales y tomando p de ellas, ubica-
mos la fraccién §.

Los puntos que no representan fracciones son los nime-

ros irracionales.

FIGURA 14.2 La recta real.



15

El continuo

E SEGURO LES SORPRENDIO la afirmacién sobre los di-
ferentes tamarfios de infinitos, ;no es asi? En este
capitulo daremos una breve introduccién al tema.

Usaremos al minimo el lenguaje de los conjuntos’. Hay va-
rias maneras de abordar el asunto, aqui lo haremos contando.
Recuerden que definimos los nimeros naturales como

N ={0,1,2,3,...,n,n+1,...},

en donde incluimos al 0 como representante de los conjuntos
sin elementos.

Ahora vamos a referirnos a los ntimeros naturales positivos,
que denotaremos con el simbolo N*,

Nt ={1,2,3,...,n,n+1,..),

que son los nlimeros que usamos para contar.
A parir de estos niimeros construimos un segmento de na-
turales positivos que representamos con S;,, como los primeros

' Ver LoreEz MATEOS, Conjuntos, logica y funciones.
> Dependiendo del autor y tipo de obra se definen los naturales inclu-
yendo o no al 0.

53



15. EL cONTINUO

54

n naturales positivos,
Shn=1{1,23,...,n}

Usamos estos segmentos de naturales para contar. Deci-
mos que un conjunto tiene n elementos si es posible ponerlo
en correspondencia biunivoca con Sy,.

La palabra murciélago tiene diez elementos pues hay una
correspondencia biunivoca, a sabet,

¢

!

0

entre B = {m,u,r,c,i,e 1, a,g 0}y S1p, luego la palabra tiene
10 letras.

Asi, decimos que un conjunto es finito si es posible poner-
lo en correspondencia biunivoca con algiin Si,.

Y decimos que un conjunto es infinito si no es finito.

Asi como distintos conjuntos finitos no necesariamente
estdn en correspondencia biunivoca, es decir, no tienen el
mismo nimero de elementos, asi distintos conjuntos infini-
tos no necesariamente estdn en correspondencia biunivoca
entre si.

Veamos primero algunos que si estdn en corresponden-
cia biunivoca, por ejemplo los niimeros naturales positivos y
los niimeros pares (que son multiplos de 2), estan en corres-
pondencia biunivoca, los expresamos diciendo que tienen la
misma cardinalidad.

11t 17
1 2345

<=0
o 4>
O < 0Q
—

e 1
17
6 7
lyv S

246 8 ... 2n
1117 I
1234 ... n

A la cardinalidad de los nimeros naturales se le repre-
senta con Ny, y se escribe

IN| = X,.



Asi, la cardinalidad de los ntiimeros pares también es .

Los ntiimeros enteros también tienen la misma cardinali-
dad que los naturales.

E incluso los ntimeros racionales, a pesar de que son den-
s0s y no existe el siguiente, también se pueden contar, es decir,
poner en correspondencia biunivoca con los naturales.

Es posible colocar todos los racionales (hablemos de los
positivos) en una tabla, no en orden, formados, pues dado
un racional no existe el siguiente, sino colocando primero
una fila con todas las fracciones con deominador 1, a conti-
nuacioén las fracciones con denominador 2, después las que
tienen denominador 3 y asi sucesivamente.

Para contarlos seguimos el camino sefialado por las fle-
chas, saltando los previamente contados, por ejemplo la frac-
cién % ya fue contada con }, la fracciéon % se contd con %, y
asi.

1 2 3 4 5 6 7

T T T T T T
e /! e /! Ve /!

1 2 3 4 5 6 7

2 2 2 2 2 2 2

I/ Ve /! /!

1 2 3 4 5 6 7

3 3 3 3 3 3 3
e S e

1 2 3 4 5 6 7

4 4 4 4 4 4 4

s Ve /

1 2 3 4 5 6 7

5 5 5 5 5 5 5
Ve /!

1 2 3 4 5 6 7

6 6 6 6 6 6 6

s

1 2 3 4 5 6 7

7 7 7 7 7 7 7

Los conjuntos infinitos IN, Z y Q tienen cardinalidad .
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En el afio de 1891 GEORGE CANTOR demostré3 que los
nimeros decimales entre 0 y 1 no se pueden colocar en co-
rrespondencia biunivoca con los naturales, no tienen cardi-
nalidad X.

Pero los decimales entre 0 y 1 si se pueden poner en co-
rrespondencia biunivoca con la recta real, es decir tienen la
misma cardinalidad que los ntimeros reales. A la cardinali-
dad de los nimeros reales, simbolizada con ¢, se le llama la
potencia del continuo

IR| = ¢.

A la cardinalidad de los conjuntos infinitos se les llama
niimeros transfinitos, y estan ordenados, se representa con <, se
escribe

Ny < c.

3 Sufamoso argumento llamado didgonal aparecié en CANTOR, «Ueber
eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre».
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Simbolos y notacion

IN el conjunto de los ntimeros naturales, 4, 47
N={0,123,...,n,n+1,...}L

Z el conjunto de los ntiimeros enteros; para n 5, 47
natural positivo,
Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,...,n,—m,...}

Q el conjunto de los ntimeros racionales, 34, 47
Q={(p,4)Ip,q€Z; q#0, mde(p,q) =1}

C  subconjunto, A C B, A es subconjunto de B. 34

R el conjunto de los ntimeros reales. 52

INT el conjunto de los ntiimeros naturales positi- 53
vos, N* ={1,2,3,...,n,n+1,....

Sn  segmento de naturales, S, ={1,2,3,...,n}. 53

Ny alef 0, cardinalidad de los ntimeros naturales, 54
alef es primera letra del alfabeto hebreo. [IN| =

No

¢ potencia del continuo, la cardinalidad de los 56
numeros reales. |R| = c.

< precede, relaciéon de orden. 56
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